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梯形齿同步带应力分布几何
非线性有限元分析
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【摘要】　从梯形齿同步带的几何非线性问题入手,以弹性平面问题的有限元法解平面应力问题为

基础,引入梯形齿同步带的几何非线性有限元解法。用此方法对梯形齿同步带一个齿上的平面问

题的应力分布进行了有限元分析研究。最后,通过一个具体算例求出梯形齿同步带一个齿上的最

大应力点及应力分布规律并与弹性平面问题的解进行了比较。
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1　前　言

　　同步带是一种靠带齿与带轮齿的多对齿啮合来传递运动和动力的新型传动带,具有传动

功率高、节能、尤其是传动比稳定准确等特点,近年来其应用领域日益广泛。梯形齿同步带的材

料特性决定了它本身的应力—应变之间是非线性关系,同时由于同步带在传动过程中已产生

了大位移,因此同步带的应变- 位移之间也是非线性关系。应该用非线性有限元法求解应力分

布,而现有资料中求解同步带的应力分布时,常采用弹性线性有限元法求解[1 ]。本文引入几何

非线性有限元解法,并与线性有限元解法进行了比较。本文所用有限元格式为二维平面模型,

对同步带传动用平面问题进行分析是一种近似分析。本文只在理论分析时改变常用的线性解

法,使同步带的应力分布更接近真实情况,实际应用中的有限元分析及全啮合齿有限元分析有

待后续工作进一步完成。另外,同步带在传动过程中每个齿所受载荷是不一样的,进入啮合的

第一个齿受力最大,最后一个齿受力最小,各齿载荷分配由参考资料[2 ]确定。

同步带一般由强力层、带背、带齿和齿包布组成,强力层处于带的节线位置,同步带的带背

和带齿材料为胶料,在传动中带齿与带轮齿相啮合主要承受剪应力,带背主要承受拉力。因此,

带齿胶料要求有足够的抗撕裂强度和抗剪切强度,带背胶料则应具有一定的抗拉强度和屈挠

性,并要求带背、带齿胶料和强力层具有足够的粘接强度。同步带的强力层在工作时承受带的

拉力,要求它具有抗拉强度、抗疲劳强度高,变形小并与橡胶粘接性能好等性能。同步带属于一

种复合材料,同时也是一种粘弹性材料。其力学特性表现为既是材料非线性问题又是几何非线

性问题。本文主要讨论同步带的几何非线性问题。



2　有限元数学模型

　　拟以梯形齿同步带进入啮合的第一个齿为研究对象,如图 1所示,单元格式采用最常用的

三角形单元。带齿属于复合材料,有限元分析时应考虑强力层与带背带齿胶料的材料特性。由

图 1　梯形齿有限元外加载荷及单元划分模型

于强力层材料的弹性模量一般为

5000 N ömm 2 左右, 而带背带齿胶

料的弹性模量只有 10 N ömm 2 左

右,因此在有限元分析时,只考虑强

力层材料的影响,忽略带背带胶料

的影响。

平面弹性问题有限单元位移法

基本方程:

[K ]{∆} = {R } (1)

　　设结构具有初应力{Ρ0}和初应变{Ε0},则:

{Ρ} = [D ] ({Ε} - {Ε0}) + {Ρ0} (2)

式中: [K ]为元素刚度矩阵的总刚度矩阵。对于三角形单元[K ]= 6
e

[B ]T·[D ]·[B ]·△。

△为三角形的面积 , {∆}为所求各节点的位移, {R }为各节点所加外载荷。

几何非线性问题中的应变- 位移之间是非线性关系,当推导应变表达式时,应变分量中将

含有节点位移的二次项,此时的单元平衡方程仍可写成如下形式:

[K ]e õ {∆}e = {R }e (3)

　　但 (3)式中的[K ]e已不是一个常数矩阵,在它的各个元素中含有节点位移分量。因此对于

一个单元列出的式 (3)以及由各单元的式 (3)所集成的整个结构的有限元基本方程是个非线性

的代数方程组。非线性代数方程组一般采用N ew ton- R aph son 法进行迭代求解。为了加快运

算速度,也可用修正的N ew ton- R aph son 法进行迭代求解。

对于三角形单元组成的集合有下式:

F ({∆}) = [K ({∆}) ]õ {∆} - {R } (4)

式中: [K ({∆}) ] = 6
e

[B ]T õ [D ]õ [B� ]õ△ (5)

　　公式 (5)中的矩阵[B ]和[B� ]都称为应变矩阵,而且都是{∆}的函数。这一点与线性解不一

样,这里的矩阵[B ]与 2. 1节中的矩阵的取值也不一样。所以公式 (4)是一个非线性方程组,而

且矩阵[K ({∆}) ]是非对称的。公式 (5)中的应变矩阵[B ]和[B� ]的表达式如下: [B ]= [B L ]+

[B N ], [B� ]= [B L ]+ [B�N ]; 其中: 矩阵[B L ]称为小位移应变矩阵,与公式 (3)中矩阵[B ]的取值

是一样的;矩阵[B N ]称为大位移应变矩阵,且有[B N ]= 2·[B�N ]。

几何非线性问题结构的单元切线刚度矩阵表达式如下:

[K T ]e = [K L ]e + [K N ]e + [K S ]e (6)

　　系统结构的切线刚度矩阵[K T ]是单元切线刚度矩阵[K T ]e 的集合。 [K L ]e 是小位移刚度

矩阵, [K N ]e 称为大位移刚度矩阵,与几何方程中的非线性项有关; [K S ]e 称为几何刚度矩阵;

对于三角形单元: [K L ]e= [B L ]T·[D ]·[B L ]·△, [K S ]e= [G ]T·[M ]·[G ]·△

[K N ]e = ( [B L ]T õ [D ]õ [B N ] + [B N ]T õ [D ]õ [B N ] + [B N ]T õ [D ]õ [B L ]) õ△
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　　通过上述分析可得几何非线性有限元方程的求解步骤如下: (1)利用弹性线性问题有限元

基本方程[K L ]·{∆}= {R }的线性解{∆}0 作为初始迭代的位移值,将其位移值代如公式 (4)中

求出 F ({∆}0)。 (2)将{∆}0 代入[K T ]的计算公式中,求出此时的切线刚度矩阵,并按下式求得

位移的调整值△{∆}1= - [K T ]- 1·F ({∆}0)。而下一次迭代的位移值为: {∆}1= {∆}0+ △{∆}1。

(3)依次循环迭代,直到调整值或 F ({∆}r)足够小为止。利用上述迭代格式对图 1所示的梯形

齿模型进行有限元应力求解,可得到一个带齿的几何非线性问题平面应力分布规律。

3　具体算例及结果讨论

　　用本方法对某梯形齿同步带一个齿的平面应力分布进行了有限元分析计算。该梯形齿同

步带的节距为 12. 7 mm ,带轮转速为 1200～ 1800 röm in,带宽为 19. 1 mm ,小带轮齿数选为 18

齿,节圆直径为 72. 77 mm ,外圆直径为 71. 39 mm。有限元模型见图 1。利用变形协调条件[2 ]

可求出外加载荷 F 1, F 2,W 1,本算例对模型共划分了 233个节点,形成 384个单元。

由表 1计算结果可看出:几何非线性有限元法计算结果受弹性模量和泊松比影响较大,这

说明非线性有限元法初始迭代点的选择对计算结果有影响,具体计算时应根据实际情况选择

合适的弹性模量 E 和泊松比 Λ。几何非线性有限元法的计算结果比较符合同步带传动的实际
表 1　计算结果 (最大应力点均在带齿齿根部)

几何非线性有限元模型 弹　性　线　性　模　型

E (N ömm 2)

70000

70000

40000

40000

Λ

014

015

014

015

Ρm ax (N ömm 2)

758181

762102

750187

753155

E (N ömm 2)

70000

70000

40000

40000

Λ

014

015

014

015

Ρm ax (N ömm 2)

778131

782155

778131

782155

情况,这是因为从同步带的力学特性以及传动过程中的实际应用规律方面考虑,橡胶同步带的

图 2　带齿与带轮接触部分的主应力线分布图

最大应力值应小于一般将同步带视为弹性线性体时的

最大应力值,表 1中相同条件下的计算结果符合上述

规律。弹性线性有限元模型计算结果不受弹性模量的

影响,受泊松比的影响不大,符合弹性线性有限元应力

计算规律。

采用几何非线性有限元法计算所得的带齿上与带

轮接触部分的应力分布规律如图 2 所示,较好地反映

了同步带啮合传动的真实情况。

结论　 (1)本文依据同步带的应变- 位移之间呈非线性关系的特点,提出了求解同步带应

力分布的几何非线性有限元解法。(2)通过具体算例,证实了本文所提算法符合实际应用规律。

(3)几何非线性有限元法求解应力分布对弹性模量和泊松比有一定的要求,要根据迭代收敛性

进行选取。 (4)用几何非线性有限元法求解同步带应力分布时,忽略材料非线性的影响。
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by the fo rm er researcher on rubb ing of ro to r and sta to r. T he vib ra t ion characterist ics fo r

som e types of rubb ing fo r the dual- shaft engine are analyzed and discu ssed. T he theo ret ica l

resu lts are con sisten t w ith data m easu red on a dual- shaft a ircraf t engine.

Key W ords　Doub le spoo l jet engines　Co llision s　V ib rat ion analysis

STRESS ANALY SIS OF TRAPEZO ID TOOTH BEL T W ITH FEM
W u Cong, W ang Y ong, D ing W e ip ing, W ang Buy ing

(D ep t. of M echan ica l Eng ineer ing , N orthwes tern Polytechn ica l U n ivers ity , X i’an 710072)

ABSTRACT　　　　T he geom etric non linearity of synch ronou s trapezo id too th belt is

taken as the po in t of departu re. A non linearity f in ite elem en t so lu t ion of the synch ronou s belt

is p rovided on the basis of elast ic linear f in ite elem en t m ethod to so lve tw o - dim en sional

st ress d ist ribu t ion p rob lem. T he level st ress d ist ribu t ion fo r a too th of the synch ronou s belt

is researched w ith help of th is m ethod. F inally, fo r an examp le, a m ax im um stress po in t and

stress d ist ribu t ion s of a synch ronou s belt too th have been found ou t and compared w ith its e2
last ic linear so lu t ion.

Key W ords　Gears st ress　D istribu t ion　N on linearity　F in ite elem en t analysis
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Y ue L ian j ie, Yang M aol in , Huang Y ong, Xu Hang

(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A num erica l p redict ion of the co ld flow field beh ind a novel f lam e2
ho lder- Edge B low ing M ix tu re Cu rta in (EBM C) in tw o - D im en sion duct w as comp leted by

u sing a modif ied k- Εmodel and S IM PL ER m ethod. T he influence of the airf low param eters

and the flam eho lder geom etrica l param eters on the recircu la t ion zone w as also studied. T he

p redict ion p rovides basis fo r design ing the novel f lam eho lder and studying its com bu st ion

perfo rm ance.

Key W ords　A erodynam ic stab iliza t ion　F lam e ho lder　F low field　P redict ion

EXPER IM ENTAL INVEST IGAT ION ON EBM C FLAM EHOLD ER
Yang M aol in , Quan Zhong, Ba i X ingyan , Zhang P in j ie

(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A novel f lam eho lder is p resen ted, as nam ed Edge B low ing M ix tu re

Cu rta in (EBM C) flam eho lder. It has a st ream line fo rm head, sm all base w idth, w ith air and

fuel m ix tu re flow ing from the slo ts a t it’s edges in to the m ain flow. It has sm all co ld p ressu re

lo ss w ithou t reheat and variab le b low ing on reheat so as to en large recircu la t ion zone and im 2
p rove com bu st ion perfo rm ance. A n experim en ta l invest iga t ion of th is f lam eho lder w as carried
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